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MATEMATIKA M

Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari materi ini, kamu diharapkan mempunyai kemampuan sebagai berikut.
1. Memahami definisi lingkaran.

2 Memahami persamaan umum lingkaran.

3. Memahami hubungan dua buah lingkaran.

4 Menyelesaikan soal-soal yang berhubungan dengan persamaan lingkaran.

A. DefinisiLingkaran

Lingkaran adalah tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sama terhadap titik tertentu
pada bidang datar. Jarak yang dimaksud adalah jari-jari lingkaran, sedangkan titik
tertentu yang dimaksud adalah pusat lingkaran. Perhatikan gambar berikut!
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Gambar di atas memperlihatkan lingkaran yang berpusat di C(a, b) dan jari-jari r.



Misalkan titik P(x, y) adalah sembarang titik yang terletak pada keliling lingkaran.
Jarak titik P(x, y) ke titik pusat lingkaran dinyatakan dengan rumus berikut.

d(P,C)=(x—a) +(y—b)

r=\/(x—a)2+(y—b)2

[ (x-aP+(y-bP2=r }

Persamaan di atas merupakan persamaan lingkaran dengan pusat C(a, b) dan jari-jari r.

Gambarlah lingkaran (x +1)% + (y - 3)>= 16!
Pembahasan:

Lingkaran (x + 1)? + (y — 3)* = 16 adalah lingkaran yang berpusat di (a, b) = (-1, 3) dan
berjari-jari r = Ji6=4. Dengan demikian, gambar lingkarannya adalah sebagai berikut.
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Persamaan Umum Lingkaran
Persamaan lingkaran dengan pusat C(g, b) dan jari-jari r adalah sebagai berikut.
x-a}+(y-bP=r



Jika persamaan tersebut diuraikan, diperoleh:

(x—a) +(y-b) =r

& X —2ax+a’+y’ —-2by+b’—r’ =0
X +y’-2ax-2by+a’ +b>—r’ =0
S x*+y’+Ax+By+C=0

Persamaan di atas disebut sebagai persamaan umum lingkaran, dengan:
A=-2a=a= —%A

B=—2b:>b=—%B

Berdasarkan nilai tersebut, pusat lingkarannya dapat dinyatakan sebagai berikut.
Clab)=c[-1a-18
2 2

Sementara itu, jari-jari lingkarannya adalah sebagai berikut.
a+b’-r’=C

sr=vVJa*+b>-C

Persamaan Umum Lingkaran X+y’+Ax+By+C=0

1 1
Pusat Lingkaran (a,b)= (—EA,—EB)

Jari-Jari Lingkaran r=v\a*+b*-C

Persamaan umum lingkaran yang berpusat di (-3, 4) dan menyinggung sumbu-Y
adalah ...

Pembahasan:

Grafik lingkaran yang berpusat di (g, b) = (-3, 4) dan menyinggung sumbu-Y adalah
sebagai berikut.
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Berdasarkan gambar tersebut, tampak jelas bahwa lingkaran di atas memiliki pusat (g, b)
= (-3, 4) dan jari-jari 3. Dengan demikian, diperoleh:
(x—a)2 +(y—b)2 =r
2 2
& (e (3)) +(y- (@) =3
o (x+3) +(y-4) =3
S X +6x+9+y° -8y +16=9
S X +y’ +6x—-8y+16=0

Jadi, persamaan umum lingkaran yang berpusat di (-3, 4) dan menyinggung sumbu-Y
adalah x>+ y*+6x-8y+16=0.

Pada beberapa soal, jari-jari lingkaran tidak diketahui, tetapi persamaan garis
singgungnya diketahui, yaitu px + qy + r = 0. Jari-jari adalah jarak dari titik pusat C(a, b) ke
garis singgung lingkaran. Perhatikan gambar berikut!




Dengan menggunakan rumus jarak titik pada garis, diperoleh rumus untuk mencari jari-
jari lingkaran berikut.

pla)+q(b)+r

Jari-jari=

Persamaan umum lingkaran yang berpusat di titik (5, 1) dan menyinggung garis 3x—4y +4=0

adalah ...

Pembahasan:

Diketahui pusat lingkaran (g, b) = (5, 1) dan garis singgung lingkaran px+ gy + r = 3x- 4y + 4 =0.

Jari-jari lingkaran dengan pusat (5, 1) dan garis singgung 3x — 4y + 4 = 0 adalah sebagai

berikut.
3(5)-4(1)+4

Jari-jari=r= M

32 +(-4)’

Lo 15
@Jarl—Jan:r:‘?

& Jari-jari=r=3

Dengan demikian, persamaan umum lingkarannya adalah sebagai berikut.
e (x=5+(y-1)=3

& x> —10x+25+y* -2y +1=9

e x*+y’—10x-2y+17=0

Jadi, persamaan umum lingkaran yang berpusat di titik (5, 1) dan menyinggung garis
3x-4y+4=0adalahx*+y>-10x-2y+ 17 =0.

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran x* + y* - 10x+ 4y + 4 = 0.
Pembahasan:
Diketahui A =-10,B=4, dan C=4.

Dengan demikian, pusat lingkarannya adalah sebagai berikut.



1

P(a,b)=P[—%(—10),—E(4)j

< P(a,b)=P(5,-2)

Sementara itu, jari-jarinya adalah sebagai berikut.
r=+a’+b’>-C
o r=y52+(-2) -4

& r=425

Sr=5

Jadi, pusat dan jari-jari lingkaran x? + y? — 10x + 4y + 4 = 0 berturut-turut adalah P(5, —2)
danr=>5.

Persamaan umum lingkaran x*> + y* + 6x — 4y + p = 0 mempunyai jari-jari 4. Nilai p
adalah ....

Pembahasan:
DiketahuiA=6,B=-4,C=p,danr=4.
Pusat lingkaran dirumuskan sebagai berikut.
1 1
T(a,b)=T[——A,——Bj
2 2
1 1
- T(a,b)=T(——(6),——(—4)j
2 2
< T(ab)=T(-3,2)
Dengan demikian, nilai p dapat ditentukan sebagai berikut.
r=4
eVa*+b’-C=4
o3 +(2) -p=4
< 13-p=16
Sp=-3

Jadi, nilai p = -3.



Persamaan umum lingkaran yang sepusat dan berjari-jari dua kalinya lingkaran
x>+ y?-6x+2y+1=0adalah...

Pembahasan:

Dari lingkaran x? + y> - 6x + 2y + 1 = 0, diketahui nilaiA=-6,8=2,dan C=1.
Pusat lingkaran:

C,(a,,b,)=C (a,b,)

=, (a,6)=(~3(-6) -3 (2)
< C,(a,,b,)=(3,-1)

Jari-jari lingkaran:

rn,=2r

o r=2faT b —C

e =2(3) +(-1) -1
&nL=6

Dengan demikian, persamaan umum lingkarannya adalah sebagai berikut.
(x=3) +(y+1) =6

S X —6x+9+y* +2y+1=36
S X +y’ —6x+2y-26=0

Jadi, persamaan umum lingkaran yang sepusat dan berjari-jari dua kalinya lingkaran
X2+ y?-6x+2y+1=0adalahx*+ y>-6x+2y-26=0.

Hubungan Dua Buah Lingkaran

Dua buah lingkaran L, dengan pusat C, jari-jari r, dan lingkaran L,dengan pusat C,, jari-jari
r,memiliki kedudukan sebagai berikut.

1. L, bersinggungan dalam dengan L,

e Berlaku |r,-r,| =|C,C|



2. L, bersinggungan luar dengan L,

Berlaku |r, +r,| =|C,C|

3. L,didalam L,tanpa bersinggungan

Berlaku |r,-r,|>|C.C)

4. L, saling lepas denganlL,

Berlaku |r, +r,| <|C,C}|




5. L, berpotongandenganlL,

Berlaku |r,-r,| <|C,C)| <|r, +r||

Solusi Quipper untuk mengingat kedudukan lingkaran adalah sebagai berikut.

Super "Solusi Quipper" e




Solusi Quipper untuk menghitung jarak pusat C,C, adalah sebagai berikut.

~———o Super "Solusi Quipper" e ~
cc, C(a,b)
Cz( 2 2)

Ja-a,) +(3,-b,)

Tentukan hubungan lingkaran L, = x*+y* —-6x + 8y=0dengan L, = x*+y* - 4x + 6y - 23 =0!
Pembahasan:

Mula-mula, tentukan pusat dan jari-jari kedua lingkaran tersebut.

Dari lingkaran L, = x*+ y* - 6x + 8y = 0, diketahui nilai A= -6, B=8, dan C=0.

Pusat lingkaran:
C\(aby)=C\[—2A-18
2 2

<3c4%bg=c(_%e@f%@ﬂ
< C (a,b)=C(3,-4)

Jari-jari lingkaran:
n=1a’+b —C

o1 =3 +(-4)" -0

Sn=5

Dari lingkaran L, = x*+y* - 4x + 6y — 23 = 0, diketahui nilai A = -4, B= 6, dan C = -23.

Pusat lingkaran:



Jari-jari lingkaran:

r,=4a,’+b,>-C

on= \/22 +(-3)" = (-23)
SnL=6

Selanjutnya, tentukan nilai |r,-r |, |r, +r |, dan |C,C|.
Ir,-r|=16-5]=1

Ir,+r|=|6+5]=11

GG| = \/(C’1 ~a,)" +(b,~b,)

=[CG|= \/(3 ~2) +(-4-(-3))°

=[0G =P +(-1)

<0G =V2

Oleh karena 1 < +/2 < 11, maka lingkaran L, berpotongan dengan lingkaran L,. Untuk lebih
jelasnya, perhatikan gambar berikut.
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Jadi, hubungan kedua lingkaran tersebut adalah berpotongan.

O



Tentukan hubungan antara lingkaran L, = x’+ y* - 10x + 4y - 167 = 0 dengan lingkaran
L,=x>+y*-6x-16y+57=0!

Pembahasan:
Mula-mula, tentukan pusat dan jari-jari kedua lingkaran tersebut.
Darilingkaran L, = x*+y* - 10x + 4y - 167 = 0, diketahui nilai A= -10, B=4, dan C=-167.

Pusat lingkaran:

G (a,b,)=C La-lp

1 171 1 2 ! 2
<:>C1(a1,b1)=C1(—l(—10),—l(4)J
< C(a,b)=C(5-2)

Jari-jari lingkaran:

=va’+b* -C

&1 =52 +(<2) ~(-167)
sn=14

Dari lingkaran L, = x*+y*> - 6x - 16y + 57 = 0, diketahui nilai A= 6, B=-16, dan C = 57.

Pusat lingkaran:

el

2
el oo
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@( C,(-3.8)

Jari-jari lingkaran:

r,=4a,”>+b,>-C
e, =37 +(8) —(57)
on=4

Selanjutnya, tentukan nilai |r, - .|, |r, + .|, dan |C.C |

|r,=r|=|4-14|=10

Ir,+r|=|4+14/=18



C.Cal = (@, —a, ) +(b,—b, )’
|CCl=(5-3) +(-2-8)
|0, =8 +(-10)

=)CG =164

Oleh karena 10 < /164 < 18, lingkaran L, berpotongan dengan lingkaran L.
Jadi, hubungan kedua lingkaran tersebut adalah berpotongan.

Contoh Soal 9

Tentukan hubungan lingkaran L, =x*+y* + 6x+4y-3=0dengan L, =x*+y* + 12x- 4y -41=0!

Pembahasan:

Super "Solusi Quipper" e







